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Мета дослiджень

Метою дослiджень магiстерської роботи є вивчення поведiнки
акцесорного параметру рiвняння Гойна i його вироджених
випадкiв при малих та великих значеннях параметру взаємодiї.
А також їх зв‘язку з кореляцiйними функцiями двовимiрної
квантової теорiї поля з конформною симетрiєю.



Рiвняння Матьє

Рiвняння Матьє - найбiльш вироджене рiвняння сiмейства Гойна

−∂2
zu + 2t cos 2z u = λu,

описує квантово-механiчний рух у перiодичному потенцiалi.
λ - енергiя (акцесорний параметр), t - константа звязку.

Розв‘язки мають властивiсть квазiперiодичностi

u(z + π) = e2πiνu(z),

де ν - квазiiмпульс.
Дослiджується теорiя збурень для λ(t) (t→ 0 та t→∞) при
фiксованому ν.



Рiвняння Гойна

Розглянемо диференцiальне рiвняння наступної форми

[

∂2
z + Q(z)

]

ψ(z) = 0,

де Q(z) - рацiональна функцiя

Q(z) =
n
∑

j=1













δj

(z− zj)2
−

cj

z− zj













, z ∈ CP
1\ {z1, z2 . . . , zn} ,

де cj - акцесорнi параметри.
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Квантова та класична задача

Ми можемо спостерiгати гамiльтонову структуру Ĥψ = ciψ

z→ q̂
∂z → p̂

→ Ĥ(p̂, q̂, t) = (q̂− zi)(p̂
2 + Q̂(q̂, t)|ci=0)→ L = pqt −H(qt, q, t)

∂L
∂q
− d

dt
∂L
∂qt

= 0

q експоненцiйна q Пенлеве

n =
3 n =

4

ψ Гiпергеометрична ψ Гойн

• Ĥψ = ciψ
ci(δj, t) -?



Конфлюентнi рiвняння

Рiвняння Гойна в канонiчнiй формi:

∂2
zu +

(γ

z
+

ε

z− 1
+

δ

z− t

)

∂zu +
αβz− λ

z(z− 1)(z− t)
u = 0.

При t→ 0 та β→∞ так, що tβ = t̃, воно перетворюється в
конфлюентне рiвняння Гойна:

∂2
zu +

(γ

z
+

δ

z− 1
− t̃
)

∂zu− αt̃z− λ
z(z− 1)

u = 0

t−1 ∞
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Розклад по гiпергеометричним функцiям

Зафiксуємо монодромiю
навколо точок 0 i t−1:

u(z|γ0t
) = e2πiνu(z)

Тодi можна розкласти u(z) по гiпергеометричним функцiям:

u(z) =
∑

j∈Z

ajPj(z) , Pj(z) = 2F1
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Рекурентнi спiввiдношення
Скористаємось рекурентними спiввiдношеннями для 2F1 i
отримаємо:
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Kj = Rj+ν/2, Mj = R−(j+ν/2) , Lj =
1

4

(

(2j + ν)2 − (γ+ δ− 1)2
)

+ Rj+ν/2 + R−(j+ν/2)

Rj = t
(2j + 1 + 2α− γ− δ)(2j + 1 + 2β− γ− δ)(2j + 1 + γ− δ)(2j− 1 + γ+ δ)

32j(2j + 1)



Ланцюговий дрiб
Тепер у нас є матричне рiвняння

Kj−1aj−1 +
(

Lj − λ
)

aj + Mj+1aj+1 = 0.

Умова iснування нетривiального розв‘язку,

det [H − λ] = 0,

записується у виглядi рiвняння з ланцюговими дробами:

M0K−1

M−1K−2

M−2K−3

... + (λ− L−3)
+ (λ− L−2)

+ (λ− L−1)

+ (λ− L0) +
M1K0

(λ− L1) +
M2K1

(λ− L2) +
M3K2

(λ− L3) + ...

= 0

У випадку рiвняння Гойна λ має форму:

λ =
1

4

(

γ2 + 2γ(δ− 1) + δ2 − 2δ− ν2 + 1
)

+

+

(

−2α(γ− δ)
(

γ2 + 2(δ− 1)γ+ δ2 − ν2 − 2δ+ 1
)

+ . . .+ 4αβ
(

γ2 − 2γ− δ2 + ν2 + 2δ− 1
))

8 (ν2 − 1)
t+

+
. . .

128 (ν2 − 4) (ν2 − 1)
3

t2 + O
(

t3
)



Ланцюговий дрiб

t−1 ∞
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Зв‘язок з ВКБ
Розв‘язок рiвняння Гойна можна представити у формi
квазiкласичного (ВКБ) розкладу

u(z) = exp i
√

t

∫ z

z0

P(ζ)dζ =⇒ 2πiν = i
√

t

∮

γ0t

P(ζ)dζ,

де

P(z) =
∞
∑

i=0

Pi(z)t
−i/2.

У випадку рiвняння Матьє (найбiльш вироджений випадок на
дiаграмi)

h̄2

2
∂2

zu + (w− cos 2z)u = 0,

де h̄2 = 1
t , w = λ

2t
∮

A
P0(z)dz =

∮

A

√

2(w− cos 2z)dz = π
√

2(w + 1)F
(

−1

2
,

1

2
, 1;

2

w + 1

)



Великий та малий параметр

Можемо представити

∮

A,B
P(z)dz = Dw

∮

A,B
P0(z)dz,

де Dw - певний диференцiальний оператор.
Замiнимо елiптичний iнтеграл першого роду на елiптичний
iнтеграл другого роду:

∮

B
P0(z)dz =

iπ

2
(w− 1)F

(

1

2
,

1

2
, 2;

1−w

2

)

.

Це дає розклад для великого t:

λ∞ =2t− 4ν
√

t +
4ν2 − 1

23
+

4ν3 − 3ν

26
√

t
+

80ν4 − 136ν2 + 9

212t
+ . . .



Рiвняння з одним додатковим параметром

Рiвняння, що передує рiвнянню Матьє на дiаграмi виродження:

(z∂z)
2 u + ((c + 1)z + 1) ∂zu− (tz− λ) u = 0.

У цьому випадку перше наближення ВКБ має вигляд

∮

A
P0(z)dz =

√
w− c

4w3/2
− 15(c− 1)(c + 1)

64w7/2
− 105(c− 2)c(c + 2)

256w11/2
+

− 15015(c− 3)(c− 1)(c + 1)(c + 3)

16384w15/2
+ o(w−15/2)

Або, виразивши через гiпергеометричну функцiю, отримуємо

=
√

w 6F3

[

− 1
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8 , 1
8 , 5

8 , 1−c
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2
1
2 , 1

2 , 1
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(

8
w

)2
]
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4
√

w3 6F3
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8 , 9

8 , 2−c
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2
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Висновки

• В данiй роботi було побудовано вiдповiднiсть мiж певними
кореляцiйними функцiями двовимiрної конформної теорiї
поля (класичними конформними блоками) та акцесорними
параметрами рiвнянь сiмейства Гойна у випадку малої
константи взаємодiї.

• Випадок сильної взаємодiї потребує детальнiшого розгляду,
оскiльки присутнi деякi проблеми з ренормалiзацiєю
константи взаємодiї. Тим не менш, загальна картина виглядає
багатообiцяючою. Зв‘язок великого i малого параметру через
ВКБ також виявляється важливим з точки зору деяких
сучасних областей математики та фiзики (точний ВКБ, wall
crossing, квантовi iнтегровнi системи).

Дякую за увагу!
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